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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – доказательство сходимости проек-
ционного метода в задаче дифракции электромагнитной волны на рассеивателе 
сложной формы. Материалы и методы. Метод Галеркина формулируется для век-
торного интегро-дифференциального уравнения задачи дифракции; определяются ба-
зисные вектор-функции на объемных телах произвольной формы и параметрически 
заданных криволинейных экранах. Результаты. Для объемных рассеивателей и кри-
волинейных параметризуемых экранов введены базисные функции, удовлетворяющие 
свойству аппроксимации; доказана сходимость метода Галеркина. Выводы. Рассмотре-
ние параметрически заданных экранов позволяет существенно расширить область 
применимости метода интегральных уравнений для решения векторных задач дифрак-
ции, а также обосновать метод Галеркина для численного решения таких задач. 
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Abstract. Background. The purpose of this study is to prove the convergence of the 
projection method in the problem of diffraction of electromagnetic waves by scatterers of a 
complex shape. Material and methods. The Galerkin method is formulated for the vector 
integro-differential equation of the diffraction problem; basis vector functions are 
determined on volumetric bodies of arbitrary shape as well as on parametric curvilinear 
screens. Results. For volumetric solids and non-planar parameterized screens, basis 
functions satisfying the approximation condition are introduced; the convergence of the 
Galerkin method is proved. Conclusions: parameterization of screens makes it possible to 
significantly expand the applicability of the integral equations method for solving vector 
diffraction problems, as well as to justify the Galerkin method for their numerical solving. 
Keywords: the problem of diffraction of electromagnetic waves, systems of solids and non-
flat screens, integro-differential equations, basis functions, approximation condition, con-
vergence of the Galerkin method 
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Введение 
В работе доказывается сходимость метода Галеркина для системы век-

торных интегро-дифференциальных (ИД) уравнений, к которой сводится век-
торная задача дифракции электромагнитной волны на системе рассеивателей, 
состоящей из параметрически заданных криволинейных экранов iΩ  и объ-
емных неоднородных тел jQ . 

Матричный оператор системы интегро-дифференциальных уравнений 
исследован в работах [1–4]. В частности, показано, что при определенных 
ограничениях на диэлектрические свойства объемного рассеивателя и про-
странства оператор является эллиптическим и непрерывно обратимым. Это 
обеспечивает сходимость метода Галеркина в случае, когда базисные функции 
удовлетворяют условию аппроксимации в выбранных пространствах решений. 

Примерами таких функций являются кусочно-линейные финитные 
функции на объемных рассеивателях, а также функции типа RWG или rooftop 
[5, 6] на плоских (или кусочно-плоских) идеально проводящих экранах.  

В данной работе рассмотрен более сложный случай неплоских экранов, 
заданных параметрически. Базисные вектор-функции на таких экранах опре-
деляются как образы функций RWG, предварительно определенных на плос-
кой области параметров, при действии гладкого отображения касательных 
пространств. Устанавливается принадлежность новых вектор-функций под-
ходящему пространству, доказывается свойство аппроксимации в этом про-
странстве. В качестве следствия выводится и главный результат статьи – схо-
димость метода Галеркина. 

1. Система интегро-дифференциальных уравнений задачи дифракции 
Рассмотрим задачу дифракции монохроматической электромагнитной 

волны (с заданной круговой частотой > 0ω ) на системе рассеивателей, рас-
положенных в изотропной однородной среде в 3  с известными значениями 
проницаемостей eε  и eμ , удовлетворяющих условиям: 

 Re > 0, Im 0, Re > 0, Im = 0.e e e eε ε > μ μ  (1) 

Волновое число =e e ek ω ε μ  удовлетворяет условиям: 

 Re > 0, Im 0.e ekε >  (2) 

В рассматриваемой задаче двумерные рассеиватели – идеально прово-
дящие бесконечно тонкие экраны ,iΩ  не пересекающиеся друг с другом; 

= .iΩ ∪Ω  Экран Ω , который может быть многосвязным, задается вектор-
функцией 
 3 2( ) : ,   t D D→ ⊂x   ,  (3) 
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с ограниченной областью параметров D . Предполагается, что ( )kx C D∞∈ ,  
а матрица Якоби ˆ ( )t t= ∂ ∂J x  всюду в D  имеет ранг, равный 2. Тогда поверх-
ность Ω  является гладкой с кусочно-гладкой границей ∂Ω . Введение регу-
лярных координат по формуле (1) определяет и гладкое поле нормалей n   
на Ω . 

Трехмерный рассеиватель представляет собой объемное тело Q  (воз-

можно, многосвязное) с гладкой границей Q∂  класса .C∞  Область тела Q  
диэлектрически неоднородна и анизотропна: магнитная проницаемость eμ  
постоянна, а диэлектрическая проницаемость описывается тензор-функцией 
ˆ( )xε  с гладкими компонентами ( ) ( ).ij x C Q∞ε ∈  Вводится относительная ди-
электрическая проницаемость ˆ ˆ( ) ( ) / ;r ex x= εε ε  предполагается существова-
ние в Q  тензора  

 
1ˆ ˆˆ ( ) ,r x
−

 = − ξ ε I  (4) 

где Î  – единичный тензор. 
Задача дифракции электромагнитной волны (E,H) ( , ) i te− ω= E H на си-

стеме попарно непересекающихся тел и экранов сводится [2] к системе век-
торных ИД-уравнений: 

( ) ( ) ( )2ˆ graddiv ,e
Q

k G x y y dyξ − + −J J  

( ) ( ) ( ) ( )2
0graddiv , ,     ,e yk G x y y ds x x Q

Ω

− + = ∈ u E  

( ) ( ) ( )2 graddiv ,e
Q

k G x y y dy

− + −



 J  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0,graddiv , ,   .e yk G x y y ds x xτ

Ω τ


− + = ∈Ω



 u E   (5) 

Здесь ( )ˆ ˆ( ) ( )
e

x
x x

 
= − ε 

ε
J I E , ( )

| |
,

4 | |
eik x yeG x y
x y

−
=

π −
, 0,τE  – касательная 

компонента падающего поля.  
Краткая операторная форма записи уравнения (5) имеет вид  

  = .LU f   (6) 

Здесь = ( , )TU J u  – искомое решение; 0 0,= ( , )Tτf E E  – заданная правая 

часть уравнения; L  – матричный оператор системы, который рассматривает-
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ся как отображение пространства 2= ( ) ( )Q W× ΩX L  в антидвойственное про-
странство 2= ( ) ( )Q W′ ′× ΩX L  [2, 7]. 

Замечание. К системе (5) приводит и задача дифракции на частично 
экранированном диэлектрике с условием QΩ⊂ ∂  [2–4]. 

2. Формулировка метода Галеркина 

Приближенное решение (6) имеет вид 
0 1

= ( , )Tm m mU J u , где  

0 10 (0) 1 (1)
0 1

=1 =1
( ) = ( ), ( ) = ( )

m m

m k m k
k k

x c x x c x J v u v  –  

линейные комбинации базисных функций (определены ниже).  
Запишем также  

=1
= ( ),

m

m k k
k

c xU v   

(0) (1)0 1
0 00 0

= , =( ( ),0) при ; = , = (0, ( )) при > .T T
k k k k kk k m k mc c x k m c c x k m− −≤v v v v  

Коэффициенты kc  найдем согласно методу Галеркина [8] из системы 
линейных алгебраических уравнений: 

 , = , ,m k k k mL    ∀ ∈U v f v v X  

где 
(0) (0)0 1 0

210 1 0 0
(1) (1)1
11 1

= , = { , , } ( ),

= { , , } ( ),

m m m m m

m m

span Q

span W

× ⊂

⊂ Ω

X X X X v v L

X v v




 

скобки ,⋅ ⋅  обозначают полуторалинейную форму, задающую антидвой-
ственное спаривание X  и .′X  

Достаточные условия непрерывной обратимости и эллиптичности опе-
ратора L  описаны в работах [1–4]. Для доказательства сходимости метода 
Галеркина остается определить базисные функции, удовлетворяющие усло-
вию аппроксимации в выбранных пространствах. 

3. Определение базисных функций.  
Свойство аппроксимации. Сходимость метода Галеркина 
3.1. Базисные функции в области объемного рассеивателя 

Рассмотрим простейшие финитные кусочно-постоянные функции. Для 
этих функций выполнение свойства аппроксимации почти очевидно (а имен-
но этот теоретический результат и нужен для доказательства сходимости ме-
тода Галеркина). Кроме того, их использование при программной реализации 
оказывается возможным для объемных рассеивателей сколь угодно сложной 
формы. 
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Рассмотрим тело произвольной формы в Q  и параллелепипед 
[ ; ]Q Q′ = ⊃a b . Введем подобласти 

1 2 3 1 2 3
= , = 1, , ,i i i i i i i k kQ Q Q Q i l′= ∩   где 

совокупность 
1 2 3

{ [ ; ]}i i i i iQ′ = +a a h  представляет собой равномерное разбиение 

Q  параллелепипедами равного объема 1 2 3h h h . Введем функции 

 1 2 3

1 2 3
1 2 3

0 0 1, ,
( ) = ( ) =

0, ,
i i i

i i i i
i i i

x Q Q
v x v x

x Q Q

∈ ∩
 ∉ ∩

  (7) 

для подобластей 
1 2 3i i iQ  положительного объема. Из определения базисных 

функций и свойств кусочно-постоянных функций в пространстве 2 ( )L Q   
следует 

Лемма 1. Пусть 
1 2 3

( ) 0i i idiam Q′ →  при 0m →∞ . Тогда финитные 

функции 0( )iv x  удовлетворяют условию аппроксимации в 2 ( )L Q , а вектор-
функции ( )k xv  – в пространстве в 2 ( )QL . 

3.2. Функции RWG на плоском экране 

Опишем некоторые свойства функций RWG [5] на плоском экране: 

{ }3
1 2 1 1 2 1 2 2= = ( , ,0) : < < , < < .x x x a x a b x b′Ω ∈  

Введем прямоугольники { }2 2 , , 1= = : < < ,
k kj j j k j k k jx x x x +′ω ω  = 1,2,k  

= 0, , 1,k kj n −  где , = ,
kk j k k kx a h j+  = ( ) / ,k k k kh b a n−  = 1,2,k  и разобьем 

их диагоналями фиксированного направления. 
Через = { }jΓ γ  обозначим совокупность ребер, не принадлежащих .∂Ω  

Пусть ,j
+σ  j

−σ  – пара треугольников с общим ребром ;jγ  ( )jl γ  – длина 

ребра jγ , а ( )js ±σ  – площадь треугольников j
±σ ; точки 1, 2,1 2

( , ,0) jj jx x+ + +∈σ  и 

1, 2,1 2
( , ,0)j j jx x− − −∈σ  – вершины треугольников, не принадлежащие .jγ  

Функции RWG имеют вид 

 

1 21, 2,1 2

(1)
1, 1 2, 21 2

( )
( , ) , ,

( )

( )
( ) = ( , ) , ,

( )

(0,0), .

j
jj j

j

j
j j jj

j

j j

l
x x x x x

s

l
x x x x x x

s

x

+ + +
+

− − −
−

+ −

γ
′− − ∈σ

σ
 γ′ ′− − ∈σ

σ


′∉σ ∪σ


v   (8) 

Лемма 2. Функции (1) ( )j x′v  принадлежат ( )W Ω  и удовлетворяют  
в этом пространстве условию аппроксимации.  
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Доказательство. Переобозначим (1) ( )j x′v  через (1,0)
1 2( , )j t tv . Можно 

показать, что (1,0)
1 2( , ) = ( ),j t t W W∈ Ωv  т.е. (1,0) (1,0) 1/2, ( ).divj j H −∈ Ωv v   Первое 

включение очевидно, так как на самом деле (1) ( )j x′v  ограничены и кусочно 

непрерывны и, следовательно, 0 1/2
2 ( ) = ( ) ( ).L H H −∈ Ω Ω ⊂ Ωv   

Доказательство включения 1/2div ( )H −∈ Ωv   основано на определении 
дивергенции как распределения по формуле  

2 2

1/2 2div = grad , ( ),w w w H− ⋅ ∀ ∈ v v
 

  

и компактности носителя v  в Ω . Подробное доказательство приведено в [9].  

3.3. Базисные вектор-функции на неплоских  
гладких экранах: определение, свойство аппроксимации  

Пусть Ω  – гладкая (класса C∞ ) двумерная ориентируемая поверхность 
с краем; Ω  – двумерное ориентируемое гладкое компактное многообразие  
с гладким краем .∂Ω  На Ω  рассмотрим конечное покрытие окрестностями 

{ },U Uα=  которые отображаются гладкими диффеоморфизмами 

:U Vα α ακ →  в 2 ,  причем Vα  отрыты в 2 . Например, образы окрестно-
стей внутренних точек диффеоморфны кругам с центром в точках = ( )t xακ , 

а образы окрестностей граничных точек – полукругам в 2
+ . Пусть { }αϕ  – 

разбиение единицы, подчиненное U  [10]. Норма в пространстве ( )sH M  
определяется [11] равенством  

1 1
2( ) ( )

= ( ( )) ( ( )) .s sH M H
u u t t− −

α α α
α

κ ϕ κ      

Определим базисные функции на неплоских параметрически заданных 
поверхностях в 3 : 3

1 2= { : = ( , ), = 1,2,3},i ix x x t t iΩ ∈  2
1 2( , ) .t t D∈ ⊂   

Здесь D  – прямоугольник, 1 2= {( , ) : (0; )}.i iD t t t a∈  Отображение 

( ) :t D →Ωx  – диффеоморфизм класса C∞ : ( ),C D∞∈x  1 = ( ),C− ∞κ∈ Ωx  
матрица Якоби t′x  которого в каждой точке 1 2( , )t t D∈  имеет ранг 2. 

Определим вектор-функции (1) ( )j xv  в пространстве = ( )W W Ω  каса-
тельного расслоения .Ω  В исследуемой задаче неизвестная u  (см. уравнения 
(5)) есть сечение TΩ→ Ω  касательного расслоения .TΩ  Отображение каса-
тельных пространств определяется дифференциалом : .D TD T→ Ωx  В D  уже 
введены функции RWG (1) (1,0)

1 2( ) : ( , ),j jx t t′ =v v  теперь определим базисные 

вектор-функции (1) ( )j xv  в точках 1 2= ( , )x t tx  экрана Ω : 

(1) (1,0)
1 2( ( )) = ( , ), ( ) .j jt t t x t

t
∂ ∈Ω
∂
xv x v  
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Теорема 1. Вектор-функции (1) ( )j xv  на гладком (класса C∞ ) 
ориентируемом незамкнутом параметрически заданном экране Ω  
удовлетворяют условию аппроксимации в пространстве = ( ).W W Ω   

Доказательство. Из леммы 2 и гладкости Ω  следует 
(1) ( ) = ( ).j x W W∈ Ωv  Докажем полноту системы (1){ }jv  в ( ).W Ω  Вектор-

функции RWG (на плоских экранах) удовлетворяют условию 

 
1

1
(1)

=1
= <

m

m W j Wj
j

c− − εu u u v    , (9) 

при этом коэффициенты jc  можно [12] задать так, что при n →∞  

1 1, ,| ( ) ( ) | 0, | div ( ) div ( ) | 0,sup supD m D D m D
t D t D

t t t t
∈ ∈

− → − →u u u u   

откуда следует  
 

1
,1

, 0 2( ) ( )
(1 / ).inf

m D
D m D DW D C D

C O n− ≤
u

u u u      (10) 

Получим оценки, аналогичные (9), на неплоском гладком экране Ω . 
Это достаточно сделать для гладких сечений, так как класс 0 ( )C∞ Ω  всюду 
плотен в W  [7]. Покажем сначала, что при 1m →∞  верно ( )x ∞=r   

1
| ( ) ( ) | 0sup m

x
x x

∈Ω
= − →u u , оценим | ( ) |xr  в произвольной точке x∈Ω :  

(1,0)| ( ) |=| ( ) ( ) |=D j j
j

x t c t
t t

∂ ∂−
∂ ∂x xr u v  

1
(1,0)

1 ,=| ( ( ) ( )) | | ( ) ( ) | .D j D D mj
j

t c t c t t
t

∂ − ≤ −
∂ x u v u u  

Сечение ( )D tu  – прообраз ( ),xu  причем 2
0 ( )D C∞∈u   в силу гладко-

сти отображения / : .t xt T D T∂ ∂ → Ωx  
Далее покажем, что 

1
div ( ) = | div ( ( ) ( )) | 0sup m

x
x x xτ ∞ τ

∈Ω
− →r u u   при 

1 .m →∞  Поверхностная дивергенция вектор-функции f  на гладкой поверх-
ности определяется равенством [10, 13]: 

div = ( ) ( ).gμντ μ μ∂ ⋅ ∂f f x  

Здесь  

, {1,2},μ ν∈  1 2 3= ( , , ) ,T
t t tf f fμ μ μ μ

∂ ∂ ∂ ∂f  1 2 3= ( , , ) ,T
t t tx x xμ μ μ μ

∂ ∂ ∂ ∂x   

а тензор gμν  – обратный к метрическому тензору  
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= ( ) ( ).t tg
μ νμν μ ν∂ ⋅∂ ≡ ∂ ⋅ ∂x x x x   

Вычислим 
1

div ( ) = div ( ( ) ( ))mx x xτ τ −r u u  в произвольной точке ,x∈Ω  

обозначая через 1 2( ) = ( , )Tt p pp  прообраз сечения ( )xr  при отображении 
Dx :  

div ( ) ( )gμντ μ μ= ∂ ⋅ ∂ =r r x   

 1 2( ) .g g
t t

μν μν
μ μ μ μ

 ∂ ∂   = ∂ ⋅∂ + ∂ ⋅∂ = +    ∂ ∂    
x xp x p x R R   (11) 

В силу гладкости / t∂ ∂x  на D  и в силу первого соотношения из (9) 
имеем 1 0→R  при 1m →∞ . Преобразуем слагаемое 2R :  

11
2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2[g x p x x p x x p x= ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +R  

2 2 1 2 1 2 1 3 1 1 1 3 2 3 1 2 1 3]x p x x p x x p x+∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

12
1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2[g x p x x p x x p x+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

2 2 1 2 2 2 1 3 1 1 2 3 2 3 1 2 2 3]x p x x p x x p x+∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

21
1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2[g x p x x p x x p x+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

2 2 2 2 1 2 1 3 2 1 1 3 2 3 2 2 1 3]x p x x p x x p x+∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

22
1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2[g x p x x p x x p x+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +  

2 2 2 2 2 2 1 3 2 1 2 3 2 3 2 2 2 3] =x p x x p x x p x+∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂  

1 1 1 2 2 2 2 1 1 2= ( , ) ( , ).S p p S p p∂ ∂ + ∂ ∂  

Из второго предельного соотношения в (9) следует: 1 0S →  при 

1m →∞ . Рассмотрим 2,S  группируя слагаемые с общими множителями вида 

i jp gμν∂ :  

11 12
2 1 2 2 1 2 2= [ ( ) ( ) ( ) ( )]S p g g∂ ∂ ⋅ ∂ + ∂ ⋅ ∂ +x x x x  

21 22
2 1 1 1 1 2[ ( ) ( ) ( ) ( )] =p g g+∂ ∂ ⋅ ∂ + ∂ ⋅ ∂x x x x  

11 12 21 22
1 2 21 22 2 1 11 12= [ ] [ ] = 0.p g g g g p g g g g∂ + + ∂ +  

Равенство нулю вытекает из симметричности взаимно обратных 
тензоров gμν  и gνλ  ( =g g μμν

νλ λδ ). Следовательно, коэффициенты jc  при 

функциях (1)
jv  можно задать так, что при 1, ( )n m n →∞ : 

1 1
| ( ) ( ) | 0, | div ( ) div ( ) | 0,sup supm m

x x
x x x xτ τ

∈Ω ∈Ω
− → − →u u u u  
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откуда и из (10) следует оценка  

11
1 1

1( ) (1 / )inf
m m

m W C O nΩ
∈

− ≤ ⋅
u X

u u   

в пространстве .W  Теорема доказана.  
Сформулируем и докажем теорему о сходимости метода Галеркина.  
Теорема 2. Пусть в 3 \ Q  выполнены условия (1), (2), а в Q  

существует ограниченный тензор (4). Пусть в Q  выполнено одно из условий: 

2
1Re( ( ) ) | |r x C⋅ε v v v  при некотором 1 > 1,C  

2
2Im( ( ) ) | |r x C⋅ε v v v   при некотором 2 > 0,C  

2
3Im( ( ) ) | |r x C− ⋅ε v v v   при некотором 3 > 0C  

для всех 3.∈v   Пусть, кроме того, ( ) ( ) ,x x= εε I   если Im = 0.ijε  

Пусть функции 0 ( )i xv  и (1) ( )j xv  удовлетворяют условию аппроксима-

ции в 2 ( )QL  и ( )W Ω  соответственно, причем Ω  – ориентируемая гладкая 

(класса C∞ ) незамкнутая параметрически заданная поверхность. 
Тогда метод Галеркина сходится для оператора  : :L ′→X X  прибли-

женные решения mU  сходятся к единственному решению ∈U X  уравнения 
(6) и имеет место квазиоптимальная оценка скорости сходимости  

.infm
m

C
∈

− ≤ −X X
v X

U U U v     

Доказательство. Оператор L  может быть представлен [1, 2] в виде  

  







1

1 2
2

00
= := ,

0 0

KA
L L L

S K

  
  + +

   
   

 

где  

( ) ( ) ( )2
2 2ˆ ˆ graddiv , : ( ) ( ),e

Q

A k G x y y dy Q Q= ξ − + →J J J L L  

( ) ( ) ( )2ˆ graddiv , : ( ) ( )e yS k G x y y ds W W
Ω τ


 ′= − + Ω → Ω


 
u u  –  

обратимые эллиптические операторы [1–3].  
Так как в рассматриваемой задаче дифракции тело и экран не имеют 

общих точек ( Q∩Ω =∅ ), то ядра операторов  1 2,  K K  бесконечно диффе-

ренцируемы, а сами операторы компактны. Таким образом, оператор 2L  
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компактен, а  :L ′→X X  эллиптичен. Этот оператор является также 
непрерывно обратимым в указанных пространствах, так как он инъективен. 
Действительно, однородное уравнение ( , ) 0L =J u  эквивалентно однородной 
краевой задаче для системы уравнений Максвелла. Как показано в [1], такая 
задача имеет лишь тривиальное решение. 

Оператор A  представим [1, 2] суммой  0 1A A+  коэрцитивного и 
компактного операторов. Из сходимости метода Галеркина [8] для 
коэрцитивного оператора 0A  и обратимости  0 1A A+  следует сходимость для 
 0 1.A A+  Из сходимости метода для  :S W W ′→  (см. [12]) следует, что метод 
Галеркина сходится для 1 : .L ′→X X  Теперь окончательный результат 
вытекает [8] из того, что оператор 2L  компактен, а   1 2=L L L+  инъективен  
в выбранных пространствах. Теорема доказана. 

Заключение 
Проведено теоретическое обоснование метода Галеркина для решения 

системы интегро-дифференциальных уравнений в задаче дифракции элек-
тромагнитной волны на системе тел и неплоских экранов. На неплоских па-
раметрически заданных экранах определены конкретные базисные функции, 
для которых доказано свойство аппроксимации в пространстве W . Примеры 
численного решения задачи дифракции на системе непересекающихся тел и 
экранов, иллюстрирующие сходимость метода Галеркина, приведены в [14]. 
Полученный в работе результат о сходимости метода Галеркина может быть 
перенесен и на случай частично экранированных объемных рассеивателей  
[3, 4, 15].  
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